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Problem 1

1. 使用代入法证明 𝑇 (𝑛) = 4𝑇 (𝑛/3) + 𝑛的解为 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛log3 4)。（提示：需要在假设中

减去一个低阶项以完成归纳）

2. 利用换元法求解递归式 𝑇 (𝑛) = 3𝑇 (√𝑛) + log 𝑛。你的解应该是渐近紧确的，不必担

心数值是否是整数。
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Problem 2

1. 对递归式 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛 − 1) +𝑇 (𝑛/2) + 𝑛，利用递归树确定一个好的渐近上界，用代入

法进行验证。

2. 对递归式 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝛼𝑛) + 𝑇 ((1 − 𝛼)𝑛) + 𝑐𝑛，利用递归树给出一个渐近紧确界，其中

0 < 𝛼 < 1和 𝑐 > 0是常数。
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Problem 3

对下列递归式，使用主方法求出渐近紧确界。

1. 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛/4) + 1

2. 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛/4) + √
𝑛

3. 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛/4) + 𝑛

4. 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛/4) + 𝑛2
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Problem 4

熊教授想设计一个渐近快于 Strassen算法的矩阵相乘算法。他的算法使用分治方法，将

每个矩阵分解为 𝑛/4× 𝑛/4的子矩阵，分解和合并步骤共花费 Θ(𝑛2)时间。他需要确定，他

的算法需要创建多少个子问题，才能击败 Strassen算法。如果他的算法创建 𝑎个子问题，则

描述运行时间 𝑇 (𝑛) 的递归式为 𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇 (𝑛/4) + Θ(𝑛2) 。熊教授的算法如果要渐近快于

Strassen算法，𝑎的最大整数值应是多少？
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Problem 5

考虑主定理情况 3的一部分：对某个常数 𝑐 < 1，正则条件 𝑎 𝑓 (𝑛/𝑏) ≤ 𝑐 𝑓 (𝑛) 是否成

立。给出一个例子，其中常数 𝑎 ≥ 1, 𝑏 > 1且函数 𝑓 (𝑛) 满足主定理情况 3中除正则条件外

的所有条件。
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Problem 6

证明：如果 𝑓 (𝑛) = Θ(𝑛log𝑏 𝑎 log𝑘 𝑛) ，其中 𝑘 ≥ 0，那么主递归式的解为

𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛log𝑏 𝑎 log𝑘+1 𝑛)

为简单起见，假定 𝑛是 𝑏的幂。

7



节选自《算法导论》教材第三版 课程网站：https://algorithm.cuijiacai.com

Problem 7

证明：主定理中的情况 3被过分强调了，从某种意义上来说，对于某个常数 𝑐 < 1，正

则条件 𝑎 𝑓 (𝑛/𝑏) ≤ 𝑐 𝑓 (𝑛)成立本身就意味着存在常数 𝜀 > 0，使得 𝑓 (𝑛) = Ω(𝑛log𝑏 𝑎+𝜀) 。
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