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Problem 1

（快速排序的栈深度）第 6讲 PPT第 5页中的 QUICKSORT算法包含了两个对其自身

的递归调用。在调用 PARTITION后，QUICKSORT分别递归调用了左边的子数组和右边的

子数组。QUICKSORT中的第二个递归调用并不是必须的。我们可以用一个循环控制结构

来代替它。这一技术称为尾递归（tail recursion），好的编译器都提供这一功能。考虑下面

这个版本的快速排序，它模拟了尾递归情况：

1. 证明：TAIL-RECURSIVE-QUICKSORT(𝐴, 1, 𝐴.𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ)能正确地对数组 𝐴进行排序。

编译器通常使用 栈来存储递归执行过程中的相关信息，包括每一次递归调用的参数

等。最新调用的信息存在栈的顶部，而第一次调用的信息存在栈的底部。当一个过程被调

用时，其相关信息被压入栈中；当它结束时，其信息则被弹出。因为我们假设数组参数是

用指针来表示的，所以每次过程调用只需要𝑂 (1)的栈空间。栈深度是在一次计算中会用到

的栈空间的最大值。

2. 请描述一种场景，使得针对一个包含 𝑛个元素数组的TAIL-RECURSIVE-QUICKSORT

的栈深度是 Θ(𝑛) 。

3. 修改 TAIL-RECURSIVE-QUICKSORT的代码，使其最坏情况下的栈深度是Θ(log 𝑛)

，并且能够保持 𝑂 (𝑛 log 𝑛)的期望时间复杂度。
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Problem 2

（三数取中划分）一种改进 RANDOMIZED-QUICKSORT的方法是在划分时，要从子数

组中更细致地选择作为主元的元素（而不是简单地随机选择）。常用的做法是三数取中法：

从子数组中随机挑选出三个元素，取其中位数作为主元（见练习 6问题 5）。对于这个问题

的分析，我们不妨假设数组 𝐴[1..𝑛] 的元素是互异的且有 𝑛 ≥ 3。我们用 𝐴′[1..𝑛] 来表示已

排好序的数组。用三数取中法选择主元 𝑥，并定义 𝑝𝑖 = 𝑃𝑟{𝑥 = 𝐴′[𝑖]}。

1. 对于 𝑖 = 2, 3, · · · , 𝑛−1，请给出以 𝑛和 𝑖表示的 𝑝𝑖的准确表达式（注意 𝑝1 = 𝑝𝑛 = 0）。

2. 与平凡实现相比，在这种实现中，选择 𝑥 = 𝐴′[⌊(𝑛 + 1)/2⌋] （即 𝐴[1..𝑛] 的中位数）

的值作为主元的概率增加了多少？假设 𝑛 → ∞，请给出两种实现下主元去到中位数的概率

比值的极限值。

3. 如果我们定义一个“好”划分意味着主元选择 𝑥 = 𝐴′[𝑖] ，其中 𝑛/3 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛/3。与

平凡实现相比，这种实现中得到一个好划分的概率增加了多少？（提示：用积分来近似累加

和。）

4. 证明：对快速排序而言，三数取中法只影响其时间复杂度 Ω(𝑛 log 𝑛)的常数项因子。
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Problem 3

（对区间的模糊排序）考虑这样的一种排序问题：我们无法准确知道待排序的数字是什

么。但对于每一个数，我们知道它属于实数轴上的某个区间。也就是说，我们得到了 𝑛个形如

[𝑎𝑖, 𝑏𝑖]的闭区间，其中 𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖。我们的目标是实现这些区间的模糊排序，即对 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

，生成一个区间的排列 ⟨𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑛⟩，且存在 𝑐 𝑗 ∈ [𝑎𝑖 𝑗 , 𝑏𝑖 𝑗 ] ，满足 𝑐1 ≤ 𝑐2 ≤ · · · ≤ 𝑐𝑛 。

1. 为 𝑛个区间的模糊排序设计一个随机算法。你的算法应该具有算法的一般结构，它

可以对左端点（即 𝑎𝑖 的值）进行快速排序，同时它也能利用区间的重叠性质来改善时间性

能。（当区间重叠越来越多的时候，区间的模糊排序问题会变得越来越容易。你的算法应能

充分利用这一重叠性质。）

2. 证明：在一般情况下，你的算法的期望运行时间为 Θ(𝑛 log 𝑛) 。但是，当所有的区

间都有重叠的时候，算法的期望运行时间为 Θ(𝑛) （也就是说，存在一个值 𝑥 ，对所有的 𝑖

，都有 𝑥 ∈ [𝑎𝑖, 𝑏𝑖]。）你的算法不必显式地检查这种情况，而是随着重叠情况的增加，算法

能自然地提高。
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