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Problem 1

（比较排序的概率下界）在这一问题中，我们将证明对于给定的 𝑛 个互异的输入元素，

任何确定或随机的比较排序算法，其概率运行时间都有下界 Ω(𝑛 log 𝑛) 。首先来分析一个

确定的比较排序算法 𝐴，其决策树为 𝑇𝐴。假设 𝐴的输入的每一种排列情况都是等可能的。

1. 假设 𝑇𝐴 的每个叶结点都标有在随机输入情况下到达该结点的概率。证明：恰有 𝑛!

个叶结点标有 1/𝑛!，其他的叶结点标记为 0。

2. 定义 𝐷 (𝑇) 表示一棵决策树 𝑇 的外部路径长度，即 𝐷 (𝑇) 是 𝑇 的所有叶结点深度的

和。假设 𝑇 为一棵有 𝑘 > 1个叶结点的决策树，𝐿𝑇 和 𝑅𝑇 分别是 𝑇 的左子树和右子树。证

明：𝐷 (𝑇) = 𝐷 (𝐿𝑇) + 𝐷 (𝑅𝑇) + 𝑘 。

3. 定义 𝑑 (𝑘) 为所有具有 𝑘 > 1 个叶结点的决策树 𝑇 的最小 𝐷 (𝑇) 值。证明：𝑑 (𝑘) =

min
1≤𝑖≤𝑘−1

{𝑑 (𝑖) + 𝑑 (𝑘 − 𝑖) + 𝑘}。（提示：考虑一棵有 𝑘 个叶结点的决策树 𝑇 。设 𝑖 是 𝐿𝑇 中的

叶结点数，则 𝑘 − 𝑖是 𝑅𝑇 中的叶结点数。）

4. 证明：对于给定的 𝑘 (𝑘 > 1) 和 𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1) ，函数 𝑖 log 𝑖 + (𝑘 − 𝑖) log(𝑘 − 𝑖) 在

𝑖 = 𝑘/2处取得最小值，并有结论 𝑑 (𝑘) = Ω(𝑘 log 𝑘) 。

5. 证明：𝐷 (𝑇𝐴) = Ω(𝑛! log(𝑛!)) ，并得出在平均情况下，排序 𝑛个元素的时间代价为

Ω(𝑛 log 𝑛) 这一结论。

现在来考虑一个随机化的比较排序 𝐵。通过引入两种结点，我们可以将决策树模型扩

展来处理随机化的情况。这两种结点是：普通的比较结点和“随机化”结点。随机化结点

刻画了算法 𝐵中所做的形如 RANDOM(1, 𝑟)的随机选择情况。该类结点有 𝑟 个子结点，在

算法执行过程中，每一个子结点等概率地被选择。

6. 证明：对任何随机化的比较排序算法 𝐵，总存在一个确定的比较排序算法 𝐴，其期

望的比较次数不多于 𝐵的比较次数。
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Problem 2

（线性时间原址排序）假设有一个包含 𝑛个待排序数据记录的数组，且每条记录的关键

字的值为 0或 1。对这样一组记录进行排序的算法可能具备如下三种特性中的一部分：

• 算法的时间代价是 𝑂 (𝑛)。

• 算法是稳定的。

• 算法是原址排序，除了输入数组之外，算法只需要固定的额外存储空间。

1. 给出一个满足上述第 1个条件和第 2个条件的算法。

2. 给出一个满足上述第 1个条件和第 3个条件的算法。

3. 给出一个满足上述第 1个条件和第 2个条件的算法。

4. 第 1问到第 3问中的算法中的任一个是否可以用于 RADIX-SORT的第 2行作为基

础排序方法，从而使 RADIX-SORT在排序有 𝑏位关键字的 𝑛条记录时的时间代价是𝑂 (𝑏𝑛)

？如果可以，请解释应如何处理；如果不行，请说明原因。

5. 假设有 𝑛条记录，其中所有关键字的值都在 1到 𝑘 的区间内。你应该如何修改计数

排序（见第 7讲 PPT第 11页），使得它可以在 𝑂 (𝑛 + 𝑘)时间内完成对 𝑛条记录的原址排序。

除输入数组外，你可以使用 𝑂 (𝑘)大小的额外存储空间。你给出的算法是稳定的吗？（提示：

当 𝑘 = 3时，你该如何做？）

Problem 2 continued on next page… 5
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Problem 3

（变长数据项的排序）

1. 给定一个整数数组，其中不同的整数所包含的数字的位数（不含前导 0）可能不同，

但该数组中，所有整数中包含的总数字位数为 𝑛。设计一个算法，使其可以在 𝑂 (𝑛)时间内

对该数组进行排序。

2. 给定一个字符串数组，其中不同的字符串所包含的字符数可能不同，但所有字符串

中的总字符个数为 𝑛。设计一个算法，使其可以在 𝑂 (𝑛) 时间内对该数组排序。（注意：此

处的顺序是指标准的字典序，例如 𝑎 < 𝑎𝑏 < 𝑏。）
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Problem 4

（水壶）假设给了你 𝑛个红色的水壶和 𝑛个蓝色的水壶。它们的形状和尺寸都各不相同。

所有红色水壶中所盛的水都不一样多，蓝色水壶也是如此。而且，对于每一个红色水壶来

说，都有一个对应的蓝色水壶，两者盛有一样多的水；反之亦然。

你的任务是找出所有的所盛水量一样多的红色水壶和蓝色水壶，并将它们配成一对。

为此，可以执行如下操作：挑出一对水壶，其中一个是红色的，另一个是蓝色的，将红色水

壶中倒满水，再将水倒入蓝色的水壶中。通过这一操作，可以判断出这个红色水壶是否比

蓝色水壶盛的水更多，或者两者是一样多的。假设这样的比较需要花费一个单位时间。你

的目标是找出一个算法，它能够用最少的比较次数来确定所有水壶的配对。注意，你不能

直接比较两个红色或者两个蓝色的水壶。

1. 设计一个确定性算法，它能够用 Θ(𝑛2) 次比较来完成所有水壶的配对。

2. 证明：解决该问题算法的比较次数下界为 Ω(𝑛 log 𝑛)。

3. 设计一个随机算法，其期望的比较次数为 𝑂 (𝑛 log 𝑛) ，并证明这个界是正确的。对

你的算法来说，最坏情况下的比较次数是多少？
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