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Problem 1

（平均排序）假设我们不是要完全排序一个数组，而只是要求数组中的元素在平均情况

下是升序的。更准确地说，如果对所有的 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛 − 𝑘 有下式成立，我们就称一个包

含 𝑛个元素的数组 𝐴为 k-排序的（k-sorted）：

𝑖+𝑘−1∑
𝑗=𝑖

𝐴[ 𝑗]

𝑘
≤

𝑖+𝑘∑
𝑗=𝑖+1

𝐴[ 𝑗]

𝑘

1. 一个数组是 1排序的，表示什么含义？

2. 给出对数字 1, 2, · · · , 10的一个排列，它是 2排序的，但不是完全有序的。

3. 证明：一个包含 𝑛个元素的数组是 𝑘 排序的，当且仅当对所有的 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛 − 𝑘 ，

有 𝐴[𝑖] ≤ 𝐴[𝑖 + 𝑘] 。

4. 设计一个算法，它能在 𝑂 (𝑛 log(𝑛/𝑘)) 时间内对一个包含 𝑛 个元素的数组进行 k排

序。

当 𝑘 是一个常数时，也可以给出 𝑘 排序算法的下界。

5. 证明：我们可以在 𝑂 (𝑛 log 𝑘)时间内对一个长度为 𝑛的 𝑘 排序数组进行全排序。（提

示：可以利用 [练习 5-2](/solution5/exe5-2/)问题 6的结果。）

6. 证明：当 𝑘 是一个常数时，对包含 𝑛个元素的数组进行 𝑘 排序需要 Ω(𝑛 log 𝑛) 的时

间。（提示：可以利用前面解决比较排序的下界的方法。）

Problem 1 continued on next page… 2
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Problem 2

（合并有序列表的下界）合并两个有序列表是我们经常会遇到的问题。作为 MERGE-

SORT的一个子过程，我们在第 1讲 PPT第 32页已经遇到过这一问题。对这一问题，我们

将证明在最坏情况下，合并两个都包含 𝑛个元素的有序列表所需的比较次数的下界是 2𝑛−1

。

首先，利用决策树来说明比较次数有一个下界 2𝑛 − 𝑜(𝑛) 。

1. 给定 2𝑛 个数，请算出共有多少种可能的方式将它们划分成两个有序的列表，其中

每个列表都包含 𝑛个数。

2. 利用决策树和第 1问的答案，证明：任何能够正确合并两个有序列表的算法都至少

要进行 2𝑛 − 𝑜(𝑛)次比较。

现在我们来给出一个更紧确的界 2𝑛 − 1。

3. 请说明：如果两个元素在有序序列中是连续的，且它们分别来自不同的列表，则它

们必须进行比较。

4. 利用你对上一部分的回答，说明合并两个有序列表时的比较次数下界为 2𝑛 − 1。

Problem 2 continued on next page… 4
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Problem 3

（0-1排序引理和列排序）针对两个数组元素 𝐴[𝑖] 和 𝐴[ 𝑗]（𝑖 < 𝑗 ）的比较交换操作的

形式如下：

经过比较交换操作之后，我们得到 𝐴[𝑖] ≤ 𝐴[ 𝑗] 。

遗忘比较交换算法是指算法只按照事先定义好的操作执行，即需要比较的位置下标必

须事先确定好。虽然算法可能依靠待排序元素个数，但它不能依赖待排序元素的值，也不

能依赖任何之前的比较交换操作的结果。例如，下面是一个基于遗忘比较交换算法的插入

排序：

0-1 排序引理提供了有力的方法来证明一个遗忘比较交换算法可以产生正确的排序结

果。该引理表明，如果一个遗忘比较交换算法能够对所有只包含 0和 1的输入序列排序，那

么它也可以对包含任意值的输入序列排序。

你可以通过其逆否命题来证明 0-1排序引理：如果一个遗忘比较交换算法不能对某个

包含任意值的序列进行排序，那么它也不能对某个 0-1序列进行排序。不妨假设一个遗忘

比较交换算法 𝑋 未能对数组 𝐴[1..𝑛] 排序。设 𝐴[𝑝] 是算法 𝑋 未能将其放到正确位置的最

小元素，而 𝐴[𝑞]是被算法 𝑋 放在 𝐴[𝑝]原本应该在的位置上的元素。定义一个只包含 0和

1的数组 𝐵[1..𝑛] 如下：

Problem 3 continued on next page… 6
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𝐵[𝑖] =


0 if 𝐴[𝑖] ≤ 𝐴[𝑝]

1 if 𝐴[𝑖] > 𝐴[𝑝]

1. 讨论：𝐴[𝑞] > 𝐴[𝑝] 时，从而 𝐵[𝑝] = 0且 𝐵[𝑞] = 1。

2. 为了完成 0-1排序引理的证明，请先证明算法 𝑋 不能对数组 𝐵正确地排序。

现在，需要用 0-1排序引理来证明一个特别的排序算法的正确性。列排序算法是用于

包含 𝑛个元素的矩形数组的排序。这一矩形数组有 𝑟 行 𝑠列（因此 𝑛 = 𝑟𝑠），满足下列三个

限制条件：

• 𝑟 必须是偶数；

• 𝑠必须是 𝑟 的因子；

• 𝑟 ≥ 2𝑠2；

当列排序完成时，矩形数组是列优先有序的：按照列从上到下，从左到右都是单调递

增的。

如果不包括 𝑛的值的计算，列排序需要 8步操作。所有奇数步都一样：对每一列单独

进行排序。每一个偶数步是一个特定的排列。具体如下：

• 第 1步：对每一列进行排序。

• 第 2步：转置这个矩形数组，并重新规整化为 𝑟 行 𝑠列的形式。也就是说，首先将最

左边的一列放在前 𝑟/𝑠行，然后将下一列放在第二个 𝑟/𝑠行，依此类推。

• 第 3步：对每一列进行排序。

• 第 4步：执行第 2步排列操作的逆操作。

Problem 3 continued on next page… 7
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• 第 5步：对每一列进行排序。

• 第 6步：将每一列的上半部分移动到同一列的下半部分位置，将每一列的下半部分移

到下一列的上半部分，并将最左边一列的上半部分置为空。此时，最后一列的下半部

分成为新的最右列的上半部分，新的最右列的下半部分为空。

• 第 7步：对每一列进行排序。

• 第 8步：执行第 6步排列操作的逆操作。

下图展示了一个在 𝑟 = 6和 𝑠 = 3情况下的列排序步骤（即使这个例子违背了 𝑟 ≥ 2𝑠2

的条件，列排序仍然有效）。

3. 讨论：即使不知道奇数步采用了什么排序算法，我们也可以把列排序看做一种遗忘

比较算法。

虽然似乎很难让人相信列排序也能实现排序，但是你可以利用 0-1排序引理来证明这

一点。因为列排序可以看做是一种遗忘比较交换算法，所以我们可以使用 0-1排序引理。下

面一些定义有助于你使用这一引理。如果数组中某个区域只包含全 0或者全 1，我们定义
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这个区域是干净的。否则，如果这个区域包含的是 0和 1的混合，则称这个区域是脏的。

这里，假设输入数据只包含 0和 1，且输入数据能够被转换为 𝑟 行 𝑠列。

4. 证明：经过第 1到 3步，数组由三部分组成：顶部一些由全 0组成的干净行，底部

一些由全 1组成的干净行，以及中间最多 𝑠行脏的行。

5. 证明：经过第 4步之后，如果按照列优先原则读取数组，先读到的是全 0的干净区

域，最后是全 1的干净区域，中间是由最多 𝑠2个元素组成的脏的区域。

6. 证明：第 5到 8步产生一个全排序的 0-1输出，并得到结论：列排序可以正确地对

任意输入值排序。
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