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Problem 1

（有序序列中的 𝑖个最大数）给定一个包含 𝑛个元素的集合，我们希望利用基于比较的

算法找出按顺序排列的前 𝑖 个最大元素。请设计能实现下列每一项要求，并且具有最佳渐

近最坏情况运行时间的算法，以 𝑛和 𝑖来表示算法的运行时间：

1. 对输入数据排序，并找出前 𝑖个最大数；

2. 对输入数据建立一个最大优先队列，并调用 EXTRACT-MAX过程 𝑖次。

3. 利用一个顺序统计量算法来找到第 𝑖 大的元素，然后用它作为主元划分输入数组，

再对前 𝑖大的数排序。

Problem 1 continued on next page… 2
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Problem 2

（带权中位数）对分别具有正权重 𝑤1, 𝑤2, · · · , 𝑤𝑛 ，且满足
𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖 = 1 的 𝑛 个互异元素

𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛 来说，带权中位数 𝑥𝑘 （较小中位数）是满足如下条件的元素：∑
𝑥𝑖<𝑥𝑘

𝑤𝑖 <
1
2

和 ∑
𝑥𝑖>𝑥𝑘

𝑤𝑖 ≤
1
2

例如，如果元素是 0.1, 0.35, 0.05, 0.1, 0.15, 0.05, 0.2，并且每个元素的权重等于本身（即

对所有 𝑖 = 1, 2, · · · , 7，都有 𝑤𝑖 = 𝑥𝑖），那么中位数是 0.1，而带权中位数是 0.2。

1. 证明：如果对所有的 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛，都有 𝑤𝑖 = 1/𝑛，那么 𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛的中位数就

是 𝑥𝑖 的带权中位数。

2. 利用排序，设计一个最坏情况下 𝑂 (𝑛 log 𝑛) 时间的算法，可以得到 𝑛个元素的带权

中位数。

3. 说明如何利用像第 8 讲 PPT 第 14 页的 SELECT 这样的线性时间中位数算法，在

Θ(𝑛) 最坏情况时间内求出带权中位数。

邮局位置问题的定义如下：给定权重分别为 𝑤1, 𝑤2, · · · , 𝑤𝑛的 𝑛个点 𝑝1, 𝑝2, · · · , 𝑝𝑛，我

们希望找到一个点 𝑝 （不一定是输入点中的一个），使得
𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝑑 (𝑝, 𝑝𝑖) 最小，这里 𝑑 (𝑎, 𝑏)

表示点 𝑎与 𝑏之间的距离。

4. 证明：对一维邮局位置问题，带权中位数是最好的解决方法，其中，每个点都是一

个实数，点 𝑎与 𝑏之间的距离是 𝑑 (𝑎, 𝑏) = |𝑎 − 𝑏 |。

5. 请给出二维邮局位置问题问题的最好解决方法：其中的点是 (𝑥, 𝑦) 的二维坐标形式，

点 𝑎 = (𝑥1, 𝑦1)与 𝑏 = (𝑥2, 𝑦2)之间的距离是Manhattan距离，即 𝑑 (𝑎, 𝑏) = |𝑥1 − 𝑥2 | + |𝑦1 − 𝑦2 |

。

Problem 2 continued on next page… 4
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Problem 3

（小顺序统计量）要在 𝑛个数中选出第 𝑖个顺序统计量，SELECT（详见第 8讲 PPT第

14页）在最坏情况下需要的比较次数 𝑇 (𝑛)满足 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛)。但是，隐含在 Θ记号中的常

数项是非常大的。当 𝑖 相对 𝑛来说很小时，我们可以实现一个不同的算法，它以 SELECT

作为子程序，但在最坏情况下所做的比较次数要更少。

1. 设计一个能用𝑈𝑖 (𝑛)次比较在 𝑛个元素中找出第 𝑖小元素的算法。其中，

𝑈𝑖 (𝑛) =


𝑇 (𝑛) if 𝑖 ≥ 𝑛/2

⌊𝑛/2⌋ +𝑈𝑖 (⌈𝑛/2⌉) + 𝑇 (2𝑖) otherwise

（提示：从 ⌊𝑛/2⌋ 个不相交对的两两比较开始，然后对由每对中的较小元素构成的集合

进行递归。）

2. 证明：如果 𝑖 < 𝑛/2，则有𝑈𝑖 (𝑛) = 𝑛 +𝑂 (𝑇 (2𝑖) log(𝑛/𝑖)) 。

3. 证明：如果 𝑖是小于 𝑛/2的常数，则有𝑈𝑖 (𝑛) = 𝑛 +𝑂 (log 𝑛) 。

4. 证明：如果对所有 𝑘 ≥ 2有 𝑖 = 𝑛/𝑘 ，则𝑈𝑖 (𝑛) = 𝑛 +𝑂 (𝑇 (2𝑛/𝑘) log 𝑘) 。

Problem 3 continued on next page… 7
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Problem 4

（随机化选择的另一种分析方法）在这个问题中，我们用指示器随机变量来分析

RANDOMIZED-SELECT，这一方法类似于第 6讲 PPT第 27页中所用的对 RANDOMIZED-

QUICKSORT的分析方法。

与快速排序中的分析一样，我们假设所有的元素都是互异的，输入数组 𝐴的元素被重

命名为 𝑧1, 𝑧2, · · · , 𝑧𝑛，其中 𝑧𝑖是第 𝑖小的元素。因此，调用RANDOMIZED-SELECT(𝐴, 1, 𝑛, 𝑘)

返回 𝑧𝑘 。

对所有 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛，设

𝑋𝑖 𝑗 𝑘 = 𝐼{在执行算法查找𝑧𝑘 期间，𝑧𝑖 与𝑧 𝑗 进行过比较}

1. 给出 𝐸 [𝑋𝑖 𝑗 𝑘 ] 的准确表达式。（提示：你的表达式可能有不同的值，依赖于 𝑖, 𝑗 , 𝑘 的

值。）

2. 设 𝑋𝑘 表示在找到 𝑧𝑘 时 𝐴中元素的总比较次数，证明：

𝐸 [𝑋𝑘 ] ≤ 2(
𝑘∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=𝑘

1
𝑗 − 𝑖 + 1

+
𝑛∑

𝑗=𝑘+1

𝑗 − 𝑘 − 1
𝑗 − 𝑘 + 1

+
𝑘−2∑
𝑖=1

𝑘 − 𝑖 − 1
𝑘 − 𝑖 + 1

)

3. 证明：𝐸 [𝑋𝑘 ] ≤ 4𝑛。

4. 假设 𝐴 中的元素都是互异的，证明：RANDOMIZED-SELECT 的期望运行时间是

𝑂 (𝑛) 。

Problem 4 continued on next page… 9
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