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内容提要

• 复习分治（Divide and Conquer）算法设计

• 分（Divide）、治（Conquer）、合（Combine）

• 学习两个经典的分治算法

• 最大子数组问题的分治算法

• 矩阵乘法的 Strassen 算法

• 学习递归式（Recurrence）的求解方法

• 代入法

• 递归树法

• 主方法

• 证明主定理
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最大子数组问题
购买股票的马后炮
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引例：股票购买问题

输入：一段时间内的股票价格。

输出：购进和售出的时间。

暴力思路：排查所有 !
" = Θ 𝑛" 种可能，至少需要 Ω 𝑛" 的代

价。
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引例：股票购买问题

输入：一段时间内的股票价格。

输出：购进和售出的时间。

问题变换：考虑每日价格的变化，寻找差价最大的两天就是寻找

价格变化总和最大的区间。

• 问题变换需要 Θ 𝑛 ，只需要能优于Ω 𝑛" 解决最大子数组

（maximum subarray）问题即可超越暴力算法。
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最大子数组问题

输入：数组 𝐴[1. . 𝑛] 。

输出： 𝑖, 𝑗, 𝑠 使得 𝐴[𝑖. . 𝑗] 为最大子数组，且和为 𝑠 。

• 分治策略：

• 分（Divide）：取数组中点 𝑚𝑖𝑑 ，最大子数组要么完全位于左侧或者右

侧，要么跨越中点。

• 治（Conquer）：完全位于某一侧可递归解决，需 2𝑇 !
"

；跨越中点则

从中点向两侧扩张遍历解决，需 Θ 𝑛 。

• 合（Combine）：三种情况取和最大的即可，需 Θ(1) 。

• 综上，代价 𝑇 𝑛 = 2 𝑇 !
" + Θ 𝑛 ，易得 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛 log 𝑛 。



爱扑bug的熊

寻找最大子数组伪代码
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寻找跨越中点的最大子数组

• 核心思路：中点左侧和右侧都最大即可。
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思考

• 利用分治方法，我们得到了一个渐近复杂性优于暴力算法的算法。

• 通过归并排序和最大子数组问题，我们对于分治方法的强大能力

有了一些了解。

• 有时，对某个问题，分治方法能给出渐近最快的算法；而其他时

候，我们不用分治甚至能做得更好。

• 最大子数组问题存在线性时间的算法，见练习3-1的问题2。
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矩阵乘法
超越平凡的复杂度
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矩阵乘法问题的平凡算法

输入：两个 𝑛 × 𝑛 的方阵 𝐴 = 𝑎#$ 和 𝐵 = 𝑏#$ 。

输出：乘积矩阵 𝐶 = 𝐴 × 𝐵 ，其中 。

• 平凡算法复杂度为 Θ 𝑛% ，Strassen 利用分治改进至 Θ 𝑛&'( ) 。

𝑐#$ = :
*+,

!

𝑎#* ⋅ 𝑏*$
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一个简单的分治算法

• 分：将每个 𝑛 × 𝑛 的方针拆分成 4 个 !
" ×

!
" 的方阵。

• 治：递归地计算 8 次 !
" ×

!
" 的矩阵乘法，需要 8 ⋅ 𝑇 !

" ；平凡地

计算 4 次矩阵加法，需要 Θ n" 。

• 合：利用下标操作即可自动完成合的部分。

• 总代价： 𝑇 𝑛 = 8 ⋅ 𝑇 !
"
+ Θ 𝑛" ，算得 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛% 。
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直接递归分治算法的伪代码

𝑇 𝑛 = 8 ⋅ 𝑇
𝑛
2
+ Θ 𝑛" ⇒ 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛% 并没有优于平凡算法！
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Strassen 方法
核心思想：令递归树稍微不那么茂盛一点儿，即只递归进行 7 次，

而不是 8 次 !
" ×

!
" 的矩阵乘法。

步骤：

• 分：将每个 𝑛 × 𝑛 的方针拆分成 4 个 !
"
× !
"

的方阵，下标计算需 Θ(1) 。

• 治：创建 10 个 !
"
× !
"

的矩阵 𝑆#, 𝑆", … , 𝑆#$，每个矩阵保存“分”步骤中

矩阵的和或者差，需要 Θ 𝑛" 时间；利用 𝑆#, 𝑆", … , 𝑆#$ 递归地计算 7 个

矩阵乘积 𝑃#, 𝑃", … , 𝑃% ，需要 7 ⋅ 𝑇 !
" 的时间。

• 合：通过 𝑃#, 𝑃", … , 𝑃% 之间的加减运算得出 𝐶##, 𝐶#", 𝐶"#, 𝐶"" ，需 Θ 𝑛" 。

分析： 𝑇 𝑛 = 7 ⋅ 𝑇 !
"
+ Θ 𝑛" ⇒ 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛&'( ) = O 𝑛".., 。
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Strassen 算法细节

• 计算备用的和式 - Θ(𝑛")：

• 计算备用的乘积 – 7 ⋅ 𝑇(!") ：
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Strassen 算法细节

• 计算结果 - Θ(𝑛")：

• 𝐶## = 𝑃& + 𝑃' − 𝑃" + 𝑃(

• 验证：

• 𝐶#" = 𝑃# + 𝑃"

• 𝐶"# = 𝑃) + 𝑃'

• 𝐶"" = 𝑃& + 𝑃# − 𝑃) − 𝑃%

数学验算即可证得正确性
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代入法
求解递归式最严谨的方法
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代入法
步骤：

1. 猜测解的形式。

2. 用数学归纳法求出解中的常数，并证明解是正确的。

例：确定 𝑇 𝑛 = 2 𝑇 !
" + 𝑛 的上界。

• 猜测解为 𝑇 𝑛 = 𝑂(𝑛 log 𝑛) ，下面证明恰当选择常数 𝑐 > 0 ，可有
𝑇 𝑛 ≤ 𝑐𝑛 log 𝑛 。

• 首先假定此界对于所有的正数 𝑚 < 𝑛 都成立，特别是对于 𝑚 = !
"

，有

𝑇 !
"

≤ 𝑐 !
"
log( !

"
) ，代入递归式，有

• 其中，只要 𝑐 ≥ 1 ，最后一步就成立。

• 边界条件只需要选取一个较小的 𝑛$ 和

一个合适的 𝑐 即可轻松构造。

𝑇 𝑛 ≤ 2𝑐
𝑛
2
log

𝑛
2

+ 𝑛

≤ 𝑐𝑛 log
𝑛
2
+ 𝑛

= 𝑐𝑛 log 𝑛 + 1 − 𝑐 𝑛
≤ 𝑐𝑛 log 𝑛
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技巧1：好的猜测

• 没有猜测的通法，需要经验和创造力，不过一般可以用一些启发

式方法来辅助猜测。

• 如果递归式的结构类似，那么猜测一个类似的解是合理的。

例： 𝑇 𝑛 = 2𝑇 !
"
+ 17 + 𝑛 ，当 𝑛 充分大时， !

"
+ 17 和 !

"
差别不

大，都接近 𝑛 的一半，因此可以猜测 𝑇 𝑛 = 𝑂 𝑛 log 𝑛 。

• 逐步调整法：先猜测一个宽松的上下界，然后逐渐收紧。

例： 𝑇 𝑛 = 2 𝑇 !
"

+ 𝑛 ，先猜测 𝑇 𝑛 = Ω 𝑛 和 𝑇 𝑛 = 𝑂 𝑛" ，然后

再缩紧到 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛 log 𝑛 。
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技巧2：强化结论

• 归纳失败的时候，可以从先前的假设中减去一个低阶项，证明一

个更强的假设。

• 证明一个更强的假设，在归纳步骤的时候也就可以使用这个更强的假设

了。看似增加了证明义务，同时也增强了可以使用的归纳假设条件。

例：𝑇 𝑛 = 𝑇 !
"

+ 𝑇 !
"

+ 1 ，猜测 𝑇 𝑛 = 𝑂 𝑛 。

• 假设 𝑇 𝑛 ≤ 𝑐𝑛 ，则 𝑇 𝑛 ≤ 𝑐 !
"
+ 𝑐 !

"
+ 1 = 𝑐𝑛 + 1 ≰ 𝑐𝑛 。

• 新的猜测：𝑇 𝑛 ≤ 𝑐𝑛 − 𝑑 ，则

𝑇 𝑛 ≤ 𝑐 !
"
− 𝑑 + 𝑐 !

"
− 𝑑 + 1 = 𝑐𝑛 − 𝑑 + 1 − 𝑑 ≤ 𝑐𝑛 − 𝑑

• 只要 𝑑 ≥ 1 ，最后一步就成立。
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技巧3：换元法

• 一些小小的代数变换可以将一个不熟悉的递归式变成你熟悉的形

式。

例： 𝑇 𝑛 = 2𝑇 𝑛 + log 𝑛

• 令 𝑚 = log 𝑛，有 𝑇 2* = 2𝑇 2
!
" +𝑚 ；

• 令 𝑆 𝑚 = 𝑇(2*) ，则 𝑆 𝑚 = 2𝑆 *
" +𝑚 ；

• 不难发现 𝑆 𝑚 = Θ 𝑚 log𝑚 ；

• 则 𝑇 𝑛 = 𝑇 2* = 𝑆 𝑚 = Θ 𝑚 log𝑚 = Θ log 𝑛 log log 𝑛 。

换元

还元

求解熟悉的递归式
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滥用渐近记号的陷阱

例： 𝑇 𝑛 = 2 𝑇 !
"

+ 𝑛 ，伪证 𝑇 𝑛 = 𝑂 𝑛 。

• 猜测 𝑇 𝑛 ≤ 𝑐𝑛 ，并论证 𝑇 𝑛 ≤ 2𝑐 !
"
+ 𝑛 ≤ 𝑐𝑛 + 𝑛 = 𝑂 𝑛 。

• 错误：并未论证出与归纳假设严格一致的形式！

• 需要严格的显式论证到 𝑇 𝑛 ≤ 𝑐𝑛才行，否则数学归纳法的“多米诺骨

牌”无法正常地“排山倒海”。

• 上述伪证是对于渐近记号的滥用。
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递归树法
求解递归式最直观的方法
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递归树法

步骤：

1. 使用递归树猜测解的形式；

2. 使用代入法证明。

• 作为一种猜解手段的递归树可以画得不那么精确；

• 如果纯用递归树证明的话，树本身需要特别精确。

• 使用递归树法需要有一定的计数和求和功底。
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例1：一棵较为精确的递归树

求解： 𝑇 𝑛 = 3𝑇 !
/

+ Θ 𝑛" 。

• 忽略舍入，改写渐近符号，为 𝑇 𝑛 = 3𝑇 !
'
+ c𝑛" 创建一棵递归树。
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例1：一棵较为精确的递归树

求解： 𝑇 𝑛 = 3𝑇 !
/

+ Θ 𝑛" 。

• 忽略舍入，改写渐近符号，为 𝑇 𝑛 = 3𝑇 !
'
+ c𝑛" 创建一棵递归树。
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例1：递归树细节指标的计算

𝑇 𝑛 = 3𝑇
𝑛
4
+ c𝑛"

• 深度为 𝑖 （深度从 0开始）的结点对应规模为 !
'#

的子问题，当 !
'#
= 1 ⇔ 𝑖 =

log' 𝑛 时，问题规模为 1 ，因此递归树有 log' 𝑛 + 1层。

• 第 𝑖 层有 3+ 个结点，代表 3+ 个规模为 !
'#

的子问题，每个子问题划分的代价

为 𝑐 !
'#

"
，因此这一层的总代价为 )

#(

+
𝑐𝑛" 。

• 树的最底层深度为 log' 𝑛 ，共有 3,-.$ ! = 𝑛,-.$ ) 个叶子，每个叶子的代价为

𝑇 1 ，因此，总代价为 𝑛,-.$ )𝑇 1 = Θ 𝑛,-.$ ) 。
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例1：求和每层代价得出总代价

𝑇 𝑛 = E
+/$

,-.$ !0# 3
16

+
𝑐𝑛" + Θ 𝑛,-.$ ) =

1 − 3
16

,-.$ !

1 − 3
16

𝑐𝑛" + Θ 𝑛,-.$ ) = Θ 𝑛"
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例1：代入法严格证明

𝑇 𝑛 = 3𝑇
𝑛
4
+ c𝑛"

• 𝑇 𝑛 ≥ 𝑐𝑛" 显然成立，所以 𝑇 𝑛 = Ω 𝑛" ，下面证明 𝑇 𝑛 = 𝑂 𝑛" 。

• 假设对于 𝑚 < 𝑛 有 𝑇 𝑚 ≤ 𝑑𝑚" ，特别地，有 𝑇 !
'
≤ 1

#(
𝑛"，则

𝑇 𝑛 ≤ )
#(
𝑑𝑛" + 𝑐𝑛" = )

#(
𝑑 + 𝑐 𝑛" ≤ 𝑑𝑛"

• 当 𝑑 ≥ #(
#)
𝑐 时，最后一步推导成立。

• 于是我们严格证明了 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛" 。
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例2：递归树估算

𝑇 𝑛 = 𝑇
𝑛
3
+ 𝑇

2𝑛
3

+ 𝑐𝑛
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例2：递归树估算

𝑇 𝑛 = 𝑇
𝑛
3
+ 𝑇

2𝑛
3

+ 𝑐𝑛

• 这个递归式的递归树并不是完全二叉树，中间缺失了许多内结点。

• 最长路径为 𝑛 → "
)
𝑛 → "

)

"
𝑛 → … → 1 这一条，令 "

)

2
𝑛 = 1 可知树的高度

为 𝑘 = log%
"
𝑛 。

• 直觉上，我们期望递归式的解最多是层数乘以每层的代价，即 𝑐𝑛 log%
"
𝑛 =

𝑂 𝑛 log 𝑛 ，但这是过高的估计，因为树是不完全的。

• 考虑完全二叉树，最多有 22 = 𝑛
,-.%

"
"
= 𝜔 𝑛 log 𝑛 个叶子，但这也是过高的

估计。
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例2：代入法严格证明

𝑇 𝑛 = 𝑇
𝑛
3
+ 𝑇

2𝑛
3

+ 𝑐𝑛

• 证明： 𝑇 𝑛 = 𝑂 𝑛 log 𝑛 。

• 假设 𝑇 𝑛 ≤ 𝑑𝑛 log 𝑛 对于小于 𝑛 的数都成立，则

𝑇 𝑛 ≤ 𝑑
𝑛
3
log

𝑛
3
+ 𝑑

2𝑛
3
log

2𝑛
3
+ 𝑐𝑛 = 𝑑𝑛 log 𝑛 − 𝑑 log 3 −

2
3
− 𝑐 𝑛 ≤ 𝑑𝑛 log 𝑛

• 只要 𝑑 ≥ 3
,-. ) 0"%

，最后一步就成立。
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主方法
求解递归式最简单的方法
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定理4.1（主定理 Master Theorem）

令 𝑎 ≥ 1 和 𝑏 > 1 是常数，𝑓(𝑛) 是一个函数，𝑇 𝑛 是定义在自然数集上的递

归式：

𝑇 𝑛 = 𝑎𝑇 !
0 + 𝑓 𝑛 （主递归式）

其中，我们将 !
4

解释为 !
4

或者 !
4

。那么 𝑇 𝑛 有如下渐近界：

1. 若对某个常数 𝜀 > 0 有 𝑓 𝑛 = 𝑂(𝑛,-.& 506) ，则 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 。

2. 若 𝑓 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 ，则 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 log 𝑛 。

3. 若对某个常数 𝜀 > 0 有 𝑓 𝑛 = Ω 𝑛,-.& 576 ，且对某个常数 𝑐 < 1 和所有

足够大的 𝑛 有 𝑎𝑓 !
4 ≤ 𝑐𝑓 𝑛 ，则 𝑇 𝑛 = Θ 𝑓 𝑛 。
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理解主定理

• 主定理为形如 𝑇 𝑛 = 𝑎𝑇 !
0 + 𝑓 𝑛 的递归式提供了一种“菜谱”

式的求解方法。

• 直觉：

• 𝑓 𝑛 与 𝑛,-.& 5 的较大者决定了递归式的解；

• 如果 𝑛!"#! $ 更大，如情况1，则解为 Θ 𝑛!"#! $ ；

• 如果 𝑓(𝑛)更大，如情况3，则解为 Θ 𝑓 𝑛 ；

• 如果两者大小相当，如情况2，则乘上一个对数因子，解为 Θ 𝑛!"#! $ log 𝑛 。

• 这里的较大指的是“多项式意义”上的较大。

• 情况3还需要满足正则条件 a𝑓 !
4
≤ 𝑐𝑓 𝑛 ，多项式函数一般都满足于这

个条件。
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使用主方法——情况1

𝑇 𝑛 = 𝑎𝑇
𝑛
𝑏
+ 𝑓 𝑛

• 情况1：若对某个常数 𝜀 > 0 有 𝑓 𝑛 = 𝑂 𝑛&'(! 9:; ，则 𝑇 𝑛 =

Θ 𝑛&'(! 9 。

例：Strassen 算法的递归式 - 𝑇 𝑛 = 7𝑇 !
"
+ Θ 𝑛"

• Θ 𝑛" = 𝑂 𝑛&'(" ):; ，符合情况1， 𝑇 𝑛 = 𝑛&'( ) 。
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使用主方法——情况2

𝑇 𝑛 = 𝑎𝑇
𝑛
𝑏
+ 𝑓 𝑛

• 情况2：若 𝑓 𝑛 = Θ 𝑛&'(! 9 ，则 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛&'(! 9 log 𝑛 。

例：最熟悉的递归式 - 𝑇 𝑛 = 2𝑇 !
" + Θ 𝑛

• Θ 𝑛 = Θ 𝑛&'(" " ，符合情况2，𝑇 𝑛 = Θ 𝑛 log 𝑛 。
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使用主方法——情况3

𝑇 𝑛 = 𝑎𝑇
𝑛
𝑏
+ 𝑓 𝑛

• 情况3：若对某个常数 𝜀 > 0 有 𝑓 𝑛 = Ω 𝑛&'(! 9<; ，且对某个

常数 𝑐 < 1 和所有足够大的 𝑛 有 𝑎𝑓 !
0 ≤ 𝑐𝑓 𝑛 ，则 𝑇 𝑛 =

Θ 𝑓 𝑛 。

例：𝑇 𝑛 = 3𝑇 !
/ + 𝑛 log 𝑛 。

• 𝑛 log 𝑛 = Ω 𝑛&'(# %<; 且 3𝑓 !
/ = 3 !/ log

!
/ ≤

%
/ 𝑛 log 𝑛 =

%
/ 𝑓 𝑛 ，

符合情况3，𝑇 𝑛 = 𝑛 log 𝑛 。
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主方法补充

• 主定理的三种情况之间是有间隙的，并不是所有的主递归式都恰好落在这三

种情况中。

• 例如：𝑇 𝑛 = 2𝑇 %
&
+ 𝑛 log 𝑛。

• 主定理情况2拓展：如果 𝑓 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 log2 𝑛 ，其中 𝑘 ≥ 0 ，那么主递归

式的解为 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 log27# 𝑛 。（见练习3-2问题6）

• 这个拓展可以解决上面的例子，得到 𝑇 𝑛 = Θ(𝑛 log& 𝑛)，但并没有填满主定理

的空隙。

• 主定理中的情况3被过分强调了，正则条件 𝑎𝑓 !
4 ≤ 𝑐𝑓 𝑛 本身就意味着

𝑓 𝑛 = Ω 𝑛,-.& 576 了。（见练习3-2问题7）
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证明主定理
对于 𝑏 的幂证明主定理
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问题化简

𝑇 𝑛 = 𝑎𝑇
𝑛
𝑏
+ 𝑓 𝑛

• 假定 𝑇 𝑛 仅定义在 𝑏 的幂上，即对于 𝑛 = 1, 𝑏, 𝑏", …定义；

• 教材 4.6.2节有关于取整函数的详细讨论，但取整一般不影响数量级，因

此这里为了简化问题，仅讨论 𝑏 的幂次。

• 稍微滥用一下渐近记号；

• 渐进记号是对于 {1, 2, … , 𝑛, … } 定义的，而不是 {1, 𝑏, 𝑏", … , 𝑏!, … } ；

• 对于 𝑏 的幂次证明了 𝑇(𝑛) = 𝑂(𝑛) 并不代表 𝑇 𝑛 = 𝑂(𝑛) ，因为有可能：

• 𝑇 𝑛 = A𝑛, 𝑛 = 1, 2, 4, 8, ……
𝑛&, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

• 但为了方便，我们就只考虑 {1, 𝑏, 𝑏", … , 𝑏!, … } 的情况。
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证明过程：

𝑇 𝑛 = 𝑎𝑇
𝑛
𝑏
+ 𝑓 𝑛

证明过程分3步：

• 引理4.2：将求解主递归式的问题归约为一个求和表达式的求值

问题。

• 引理4.3：确定这个和式的界。

• 引理4.4：将引理4.2和引理4.3合二为一，证明 𝑛 为 𝑏 的幂的情

况下的主定理。
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引理4.2（从主递归式到和式）

令 𝑎 ≥ 1 和 𝑏 > 1 是常数， 𝑓(𝑛) 是一个定义在 𝑏 的幂上的非负函数。𝑇(𝑛) 是

定义在 𝑏 的幂上的递归式：

𝑇 𝑛 = Q
Θ 1 , 𝑛 = 1

𝑎𝑇
𝑛
𝑏
+ 𝑓 𝑛 , 𝑛 = 𝑏+

其中 𝑖 是正整数。那么

𝑇 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 + E
8/$

,-.& !0#

𝑎8𝑓
𝑛
𝑏8
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引理4.2证明

• 利用递归树将递归式转化成和式：



爱扑bug的熊

引理4.3（确定和式的上界）

令 𝑎 ≥ 1 和 𝑏 > 1 是常数，𝑓(𝑛) 是一个定义在 𝑏 的幂上的非负函数。𝑔(𝑛) 是

定义在 𝑏 的幂上的函数：

𝑔 𝑛 = E
8/$

,-.& !0#

𝑎8𝑓
𝑛
𝑏8

对 𝑏 的幂， 𝑔(𝑛) 有如下渐近界：

1. 若对某个常数 𝜀 > 0 有 𝑓 𝑛 = 𝑂 𝑛,-.& 506 ，则 𝑔 𝑛 = 𝑂 𝑛,-.& 5 。

2. 若 𝑓 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 ，则 𝑔 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 log 𝑛 。

3. 若对某个常数 𝑐 < 1 和所有足够大的 𝑛 有 𝑎𝑓 !
4
≤ 𝑐𝑓 𝑛 ，则 𝑔 𝑛 =

Θ 𝑓 𝑛 。
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引理4.3证明 - 情况1

𝑔 𝑛 = E
8/$

,-.& !0#

𝑎8𝑓
𝑛
𝑏8

• 𝑓 𝑛 = 𝑂 𝑛,-.& 506 ⇒ 𝑓 !
4' = 𝑂 !

4'
,-.& 5 06

，代入即有：

𝑔 𝑛 = 𝑂 E
8/$

,-.& !0#

𝑎8
𝑛
𝑏8

,-.& 506
= 𝑂 𝑛,-.& 506 E

8/$

,-.& !0# 𝑎𝑏6

𝑏,-.& 5

8

= 𝑂 𝑛,-.& 506 E
8/$

,-.& !0#

𝑏68 = 𝑂 𝑛,-.& 506
𝑛6 − 1
𝑏6 − 1

= 𝑂 𝑛,-.& 506 ⋅ 𝑛6

= 𝑂 𝑛,-.& 5
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引理4.3证明 – 情况2

𝑔 𝑛 = E
8/$

,-.& !0#

𝑎8𝑓
𝑛
𝑏8

• 𝑓 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 ⇒ 𝑓 !
4' = Θ !

4'
,-.& 5

，代入即有：

𝑔 𝑛 = Θ E
8/$

,-.& !0#

𝑎8
𝑛
𝑏8

,-.& 5
= Θ 𝑛,-.& 5 E

8/$

,-.& !0# 𝑎
𝑏,-.& 5

8

= Θ 𝑛,-.& 5 E
8/$

,-.& !0#

1 = Θ 𝑛,-.& 5 log4 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 log 𝑛
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引理4.3证明 – 情况3

𝑔 𝑛 = E
8/$

,-.& !0#

𝑎8𝑓
𝑛
𝑏8

• 𝑔 𝑛 ≥ 𝑎$𝑓 !
4(

= 𝑓(𝑛) ，显然有 𝑔 𝑛 = Ω 𝑓 𝑛 。

• 由 𝑛足够大时， 𝑎𝑓 !
4
≤ 𝑐𝑓 𝑛 ，迭代有 𝑓 𝑛 ≥ 5

3
𝑓 !

4
≥ 5

3

"
𝑓 !

4"
≥

⋯ ≥ 5
3

8
𝑓 !

4'
，即 𝑎8𝑓 !

4'
≤ 𝑐8𝑓 𝑛 ，代入有：

𝑔 𝑛 ≤ E
8/$

,-.& !0#

𝑐8𝑓 𝑛 + 𝑂 1 ≤ 𝑓 𝑛 E
8/$

9

𝑐8 + 𝑂 1 =
𝑓 𝑛
1 − 𝑐

+ 𝑂 1 = 𝑂 𝑓 𝑛

• 综上，𝑔 𝑛 = Θ 𝑓 𝑛 。
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引理4.4（n 为 b 的幂情况下的主定理）

令 𝑎 ≥ 1 和 𝑏 > 1 是常数，𝑓(𝑛) 是一个定义在 𝑏 的幂上的非负函数。𝑇(𝑛) 是

定义在 𝑏 的幂上的递归式：

𝑇 𝑛 = Q
Θ 1 , 𝑛 = 1

𝑎𝑇
𝑛
𝑏
+ 𝑓 𝑛 , 𝑛 = 𝑏+

其中，𝑖 是正整数。那么对 𝑏 的幂，𝑇(𝑛) 有如下渐近界：

1. 若对某个常数 𝜀 > 0 有 𝑓 𝑛 = 𝑂 𝑛,-.& 506 ，则 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 。

2. 若 𝑓 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 ，则 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 log 𝑛 。

3. 若对某个常数 𝜀 > 0 ，有 𝑓 𝑛 = Ω(𝑛,-.& 576) ，并且对某个常数 𝑐 < 1 和

所有足够大的 𝑛 ，有 𝑎𝑓 !
4
≤ 𝑐𝑓 𝑛 ，则 𝑇 𝑛 = Θ 𝑓 𝑛 。
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引理4.4证明

利用引理4.3中的界对引理4.2中的和式进行求值：

𝑇 𝑛 = Θ 𝑛,-.& 5 + E
8/$

,-.& !0#

𝑎8𝑓
𝑛
𝑏8

• 情况1：𝑇 𝑛 = Θ 𝑛&'(! 9 + 𝑂 𝑛&'(! 9 = Θ 𝑛&'(! 9 。

• 情况2：𝑇 𝑛 = Θ 𝑛&'(! 9 + Θ 𝑛&'(! 9 log 𝑛 = Θ 𝑛&'(! 9 log 𝑛 。

• 情况3：𝑇 𝑛 = Θ 𝑛&'(! 9 + Θ 𝑓 𝑛 = Θ 𝑓 𝑛 。

引理4.4处理好向下取整和向上取整就可以拓展到所有正整数。
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拓展：Akra-Bazzi 方法

𝑇 𝑥 =

Θ 1 , if 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥$

E
+/#

2

𝑎+𝑇 𝑏+𝑥 + 𝑓 𝑥 , if 𝑥 > 𝑥$

其中：

• 𝑥 ≥ 1 是一个实数，

• 𝑥$ 是一个常数，满足对 𝑖 = 1, 2, … , 𝑘 ，𝑥$ ≥
#
4#
且 𝑥$ ≥

#
#04#

，

• 对 𝑖 = 1, 2, … , 𝑘 ，𝑎+ 是一个正常数，𝑏+ 是一个常数且 0 < 𝑏+ < 1 ，

• 𝑘 ≥ 1 是一个整数常数且 𝑓(𝑥) 是一个非负函数，满足多项式增长条件：存在

正常数 𝑐# 和 𝑐" ，使得对所有 𝑥 ≥ 1， 𝑖 = 1, 2, … , 𝑘 以及所有满足 𝑏+𝑥 ≤ 𝑢 ≤

𝑥 的 𝑢 ，有 𝑐#𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑢 ≤ 𝑐"𝑓 𝑥 。
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拓展：Akra-Bazzi 方法

𝑇 𝑥 =

Θ 1 , if 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥$

E
+/#

2

𝑎+𝑇 𝑏+𝑥 + 𝑓 𝑥 , if 𝑥 > 𝑥$

• 关于多项式增长条件：若 𝑓: 𝑥 的上界是 𝑥 的某个多项式，则 𝑓 𝑥 满足多

项式增长条件。例如：𝑓 𝑥 = 𝑥; log< 𝑥 满足多项式增长条件。

寻找满足 ∑+/#2 𝑎+𝑏+
= = 1 的实数 𝑝 （这样的 𝑝总是存在的），那么递归式的解

为：

𝑇 𝑛 = Θ 𝑥= 1 + [
#

> 𝑓 𝑢
𝑢=7#

d𝑢

• 可解决一些主方法所不能解决的问题：𝑇 𝑛 = 𝑇 !
)

+ 𝑇 "!
)

+ Θ 𝑛 。
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本讲小结
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内容提要

• 复习分治（Divide and Conquer）算法设计

• 分（Divide）、治（Conquer）、合（Combine）

• 学习两个经典的分治算法

• 最大子数组问题的分治算法

• 矩阵乘法的 Strassen 算法

• 学习递归式（Recurrence）的求解方法

• 代入法

• 递归树法

• 主方法

• 证明主定理
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The End!


