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内容提要

• 通过“雇佣问题”来学习算法分析与设计中的“概率”手段

• 概率分析

• 指示器随机变量

• 随机算法

• 随机排列数组

• 问题选讲

• 生日悖论

• 球与箱子

• 特征序列

• 在线雇佣问题
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雇佣问题
低价面试与高价雇佣
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雇佣问题

• 分析该雇佣策略所产生的费用。

• 面试费用为 𝑐! ，雇佣费用为 𝑐" ，面试费用较低，雇佣费用较高。

• 假设雇佣了 𝑚个人，则总费用为 𝑐!𝑛 + 𝑐"𝑚。

• 最坏情况：应聘者质量按照出现的次序严格递增，总费用为 𝑐!𝑛 + 𝑐"𝑛；

• 最好情况：第一个应聘者就是质量最好的，总费用为 𝑐!𝑛 + 𝑐" ；

• 平均情况 / 一般情况下呢？
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概率分析

• 概率分析：假定输入满足某种概率分布，藉此分析算法运行时间

的数学期望，称为平均情况运行时间。

• 通常假设输入的各种情况满足均匀分布，即所有可能的输入之间是等可

能的。

• 算法第 4 行说明应聘者之间存在全序关系。

• 用 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑖)表示第 𝑖 个应聘者的序（越大表示质量越高），不妨设有序

序列 𝑟𝑎𝑛𝑘 1 , 𝑟𝑎𝑛𝑘 2 ,⋯ , 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑛 是 1, 2,⋯ , 𝑛 的一个排列。

• 如果 𝑟𝑎𝑛𝑘 1 , 𝑟𝑎𝑛𝑘 2 ,⋯ , 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑛 的 𝑛!种所有可能情况等概率出现，

称其构成一个均匀随机排列。
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随机算法

• 如果我们能有一份应聘者的名单，可以每天随机从名单上挑应聘

者来面试，自己创造一个均匀随机排列的输入。

• 如果一个算法的行为不仅由输入决定，而且也由随机数生成器产

生的数值决定，则称这是个随机算法。

• 在实践中，大多数编程环境会提供一个伪随机数生成器，它是一个确定

性算法，返回值在统计上看起来是随机的。

• 确定性算法（输入是随机的） .vs 随机算法

• 确定性算法：平均情况运行时间

• 随机算法：期望运行时间

• 同一个输入同一个算法运行两次可能会花费不同的时间。
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关于“费用”和“时间”

• 无论是分析“费用”，还是分析运行“时间”，本质上都是在分

析关键步骤的执行次数。

• 分析“费用”，我们选取第 6 行作为关键步骤，因为那是“变数”且是

主要费用。
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指示器随机变量
期望计算神器
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指示器随机变量

• 事件 𝐴 的指示器随机变量（indicator random variable）：

𝐼 𝐴 = $1, 如果 𝐴发生
0, 如果 𝐴不发生

• 引理5.1：𝐸 𝐼 𝐴 = Pr 𝐴 。

• 证明： 𝐸 𝐼 𝐴 = 1 ⋅ Pr 𝐴 + 0 ⋅ Pr 𝐴 = Pr 𝐴 。

• 例：求抛 𝑛 次硬币正面朝上次数的期望。

• 记第 𝑖 次抛出时正面朝上为事件 𝐻! ， 𝑋! = 𝐼{𝐻!}，𝑋为总次数，则

𝐸 𝑋 = 𝐸 <
!#$

%

𝑋! =<
!#$

%

𝐸 𝑋! =<
!#$

%

Pr{𝐻!} =
𝑛
2
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分析雇佣费用

目标：计算 𝑚 的期望值 —— 即期望的雇佣次数。

• 假设应聘者以随机顺序出现，用随机变量 𝑋表示雇佣的次数，直接用定义有

计算会很麻烦。

• 使用指示器随机变量，记应聘者 𝑖 被雇佣为事件 𝐻! ，𝑋! = 𝐼 𝐻! ，不难看出

𝑋 = 𝑋$ + 𝑋& +⋯+ 𝑋% 。

• 应聘者 𝑖 被雇佣的概率就是 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑖 为 𝑟𝑎𝑛𝑘 1 ~ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑖 中最大值的概率，

易有 Pr 𝐻! = $
!
，于是

𝐸 𝑋 = '
#$%

&

𝑥 Pr 𝑋 = 𝑥

𝐸 𝑋 = 𝐸 '
#$%

&

𝑋! = '
#$%

&

𝐸 𝑋! = '
#$%

&

Pr{𝐻!} = '
#$%

&
1
𝑖 = ln 𝑛 + 𝑂(1)
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分析雇佣费用

引理5.2：假设应聘者以随机次序出现，算法 HIRE-ASSISTANT 总

的雇佣费用平均情形下为 𝑂(𝑐5 ln 𝑛) 。

• 尽管我们面试了 𝑛 个人，但平均起来，实际上大约只雇佣其中

的 ln 𝑛 个人。

• 平均情况下的雇佣费用比最坏情况下的雇佣费用 𝑂 𝑐5𝑛 有了很

大的改进。
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随机算法
故布疑阵的妙用
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从确定性算法的概率分析到随机算法

• 确定性算法的概率分析：让“随机”发生在输入上；

• 假如应聘者密谋以质量严格递增的次序参与招聘怎么办？

• 随机算法：让“随机”发生在算法上。

• 算法第一步就是随机打乱，自己创造均匀分布的条件。



爱扑bug的熊

从确定性算法的概率分析到随机算法

引理5.2：假设应聘者以随机次序出现，算法 HIRE-ASSISTANT 总

的雇佣费用平均情形下为 𝑂(𝑐5 ln 𝑛) 。

引理5.3：过程 RANDOMIZED-HIRE-ASSISTANT 的雇佣费用期望

是 𝑂 𝑐5 ln 𝑛 。

怎么做到？
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随机排列数组

输入：一个长度为 𝑛 的数组 𝐴 。

输出：𝐴 的一个均匀随机排列。

约定：𝑅𝐴𝑁𝐷𝑂𝑀 𝑎, 𝑏 是一个随机数生成器，返回整数 𝑎 ~ 𝑏 之间

的一个随机整数。例如 𝑅𝐴𝑁𝐷𝑂𝑀 0, 1 以 6
7

的概率返回 0 或者 1 。
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随机排列数组

• 算法第4行选取一个 1 ~ 𝑛8 之间的随机数，使用这个范围是为了

让 𝑃 的中所有优先级尽量唯一，概率至少是 1 − 6
9

（见练习4-

2问题3）。

• 引理5.4：假设所有优先级都不同，则过程 PERMUTE-BY-

SORTING 产生输入的均匀随机排列。
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引理5.4 证明

证明：考虑 𝐴 1. . 𝑛 的任意一个确定排列 𝐵 1. . 𝑛 ，定义 𝐴 1. . 𝑛 中的元素 B 𝑖

分配到第 𝑖 小的优先级为事件 𝐸! ，则我们只需要证明

这里应用了乘法公式，记 Pr 𝐸' = 1。Pr 𝐸! 𝐸$𝐸&⋯𝐸!($ 说的其实就是 𝐵 𝑖

是𝐵 𝑖. . 𝑛 中优先级最小的元素的概率，从而 Pr 𝐸! 𝐸$𝐸&⋯𝐸!($ = $
% ( ! ) $

。

则：

于是，我们说明了获任何给定排列的概率都是 $
%!
，即产出了一个均匀随机排列。

Pr 𝐸$𝐸&…𝐸%($𝐸% =
1
𝑛!
⇔C

!#$

%

Pr 𝐸! 𝐸$𝐸&⋯𝐸!($ =
1
𝑛!

Pr 𝐸$𝐸&…𝐸%($𝐸% =C
!#$

%

Pr 𝐸! 𝐸$𝐸&⋯𝐸!($ =C
!#$

%
1

𝑛 + 1 − 𝑖
=
1
𝑛!
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更好的打乱办法：原址排列给定数组

引理5.5：过程 RANDOMIZE-IN-PLACE 可计算出一个均匀随机排列。

证明：使用循环不变式：在第 2 – 3行 for 循环的每次迭代开始前，对每个可能

的 𝑖 − 1 排列，子数组 𝐴 1. . 𝑖 − 1 包含这个 𝑖 − 1 排列的概率是 %(!)$ !
%!

。

• 初始化：𝑖 = 1，𝐴 1. . 0 包含 0排列的概率是 1，显然成立。

• 保持：（见下一页PPT）。

• 终止：最后一次循环结束后，𝑖 = 𝑛 + 1，根据循环不变式，对每个可能的 𝑛

排列，数组 𝐴 1. . 𝑛 包含这个 𝑛排列的概率是 $
%!
，是均匀随机排列。
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引理5.5证明——“保持”

• 保持：第 𝑖 次迭代时，考虑任意一个特殊的 𝑖 排列 𝑥$, 𝑥&, ⋯ , 𝑥! ，记

𝐴 1. . 𝑖 − 1 包含 𝑥$, 𝑥&, ⋯ , 𝑥!($ 这个 (𝑖 − 1)排列为事件 𝐸$ ，记在 𝐴 𝑖 位

置放置 𝑥! 为事件 𝐸& ，下面证明 Pr 𝐸$𝐸& = %(! !
%!
。

• 假设第 𝑖 次迭代前不变式成立，则 Pr 𝐸$ = %(!)$ !
%!

；当 𝐸$ 发生后，算法第

3行从 𝐴 𝑖. . 𝑛 中随机挑选了一个放在 𝐴 𝑖 处，这种情况下 𝐴 𝑖 = 𝑥! 的概率，

也就是 Pr 𝐸& 𝐸$ = $
%(!)$

。

• 于是 Pr 𝐸$𝐸& = Pr 𝐸$ ⋅ Pr 𝐸& 𝐸$} =
%(!)$ !
%!

⋅ $
%(!)$

= %(! !
%!
。
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问题选讲
举一反三
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生日悖论

• 一个屋子里人数必须要达到多少人，才能期望其中有两人生日相

同？

• 不考虑闰年的情况，假设一年有 𝑛 天，屋子里有 𝑘 个人，记第 𝑖 个人和

第 𝑗个人生日相同为事件 𝐻!+ ，定义指示器随机变量 𝑋!+ = 𝐼 𝐻!+ 。

• 记第 𝑖 个人的生日为 𝑏! ，不难发现，Pr 𝑏! = 𝑟 = $
%
。

• 不妨假设任意两个人的生日之间是独立的，则 Pr 𝑏! = 𝑟, 𝑏+ = 𝑟 =

Pr 𝑏! = 𝑟 ⋅ Pr 𝑏+ = 𝑟 = $
%!
。

• 于是：

E X,- = Pr 𝐻!+ = Pr 𝑏! = 𝑏+ =<
.#$

%

Pr 𝑏! = 𝑟, 𝑏+ = 𝑟 = <
.#$

%
1
𝑛&

=
1
𝑛
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生日悖论

设有 𝑋 对人生日相同，则

于是

令 𝐸 𝑋 ≥ 1，解得 𝑘 ≥ 2𝑛 + 1 = Θ( 𝑛)。

• 生日悖论：一个屋子里人数不必达到很多人，我们就能期望其中

有两人生日相同。具体地，只需 Θ( 𝑛) 人，𝑛 为一年的天数。

• 在地球上，将 𝑛 = 365 代入，有 𝑘 ≥ 28。如果房间里面至少有 28人，

我们可以期望至少一对人生日相同。

• 在火星上，一年有 𝑛 = 669个火星日，我们至少需要 38个火星人。

𝑋 = <
!#$

/($

<
+#!)$

/

𝑋!+

𝐸 𝑋 = 𝐸 <
!#$

/($

<
+#!)$

/

𝑋!+ =<
!#$

/

<
+#!)$

/

𝐸[𝑋!+] =
𝑘
2
1
𝑛 =

𝑘(𝑘 − 1)
2𝑛



爱扑bug的熊

球与箱子

• 把相同的球不断地投到 𝑏 个盒子里，球会随机落到其中一个盒

子中，在我们期望每个箱子里都有一个球之前，至少需要投多少

次球？

• 假设我们需要投 𝑛次球，将其分为几个阶段，第 𝑖 个阶段包括从第 𝑖 − 1

次命中到第 𝑖 次命中之间的投球；其中，“命中”指的是球投入一个空

盒子中。

• 第 𝑖 个阶段，有 𝑏 − 𝑖 + 1个非空盒子，投一次的命中概率为 0(!)$
0
。

• 设 𝑛! 表示第 𝑖 阶段的投球次数，则 𝑛!~𝑔(
0(!)$
0

)，于是

（几何分布详见附录C.2）

𝐸 𝑛! =
𝑏

𝑏 − 𝑖 + 1
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球与箱子

• 在我们期望每个箱子都有一个球之前，大约要投 𝑏 ln 𝑏 次。

• 礼券收集者问题：收集齐 𝑏 种不同礼券中的每一种，大约需要

𝑏 ln 𝑏 张随机得到的礼券才能成功。

• 假设小浣熊干脆面中的 108种水浒卡是均匀随机分布的，收集齐所有的

武将大约需要购买 108 ln 108 ≈ 506 包干脆面。

𝐸 𝑛 = 𝐸 <
!#$

0

𝑛! =<
!#$

0

𝐸 𝑛! =<
!#$

0
𝑏

𝑏 − 𝑖 + 1
= 𝑏<

!#$

0
1
𝑖
= 𝑏 ln 𝑏 + 𝑂 1
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特征序列

• 抛一枚标准的硬币 𝑛 次，最长连续正面的序列的期望长度有多

长？

• 记从第 𝑖 次抛硬币开始，连续至少 𝑘 次正面朝上为事件 𝐴!/ ，由于每次

抛硬币都是独立的，不难得出 Pr 𝐴!/ = $
&"
。

• 考虑 𝑋!/ = 𝐼 𝐴!/ ，用 𝑋表示长度为 𝑘 的特征序列的数目，有

• 令 𝐸 𝑋 = 𝑐 ≥ 1，有 𝑛 + 1 = 𝑘 + 𝑐2/，即 Θ 𝑛 = Θ 2/ ，不难看出

𝑘 = Θ log 𝑛 ，使用代入法即可严谨证明。

• 最长特征序列的长度期望为 Θ log 𝑛 。

𝐸 𝑋 = 𝐸 <
!#$

%(/)$

𝑋!/ = <
!#$

%(/)$

𝐸[𝑋!/] = <
!#$

%(/)$

Pr{𝐴!/} =
𝑛 − 𝑘 + 1

2/
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在线雇佣问题

• 动机：避免频繁的新人换旧人。

• 在最小化雇佣次数和最大化所雇佣应聘者质量之间取得平衡。

• 限制条件：每次面试后必须立刻拒绝或者雇佣。

• 策略：面试前 𝑘 个，记下最高分，并拒绝；如果后 𝑛 − 𝑘 个中有更好的，

就选更好的那个，否则选最后一个。
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在线雇佣问题

• 选择一个怎样的 𝑘 能够让 ON-LINE-MAXIMUM(k, n) 以最大的概

率取最好的应聘者？

• 记成功面试到最好的应聘者为事件 𝑆，最好的应聘者是第 𝑖 个面试者时

成功为事件 𝑆!，则显然有
Pr 𝑆 =<

!#$

%

Pr 𝑆!
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在线雇佣问题

• 当最好的应聘者是前 𝑘 个时，一定不会成功，所以 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 时，Pr 𝑆! = 0。

• 𝑖 ≥ 𝑘 + 1时，𝑆! 发生需要两个条件：

• 最好的应聘者在位置 𝑖 上，记为事件 𝐵! ，显然 Pr 𝐵! = $
%
。

• 𝑘 + 1 ~ 𝑖 − 1 没有任何应聘者入选，记为事件 𝑂! ，这意味着 1 ~ 𝑖 − 1

中的最优秀的人只能在前 𝑘 个，于是 Pr 𝑂! = /
! ($
。

• 𝐵! 与 𝑂! 是独立的，1 ~ 𝑖 − 1如何排列并不影响 𝑖 是否比 1 ~ 𝑖 − 1都优

秀。
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在线雇佣问题

• 综上：

• 又 𝑓 𝑥 = 12 3
3
在 𝑥 = 𝑒时取最大值，所以 %

/
= 𝑒时，Pr 𝑆 的下界 𝑓 %

/
最大

化为 $
4。因此，取 𝑘 = %

4 时，至少有 $
4的概率雇佣到最好的应聘者。

Pr 𝑆 =<
!#$

%

Pr 𝑆! = 0 + <
!#/)$

%

Pr 𝑆! = <
!#/)$

%

Pr 𝐵!𝑂!

= <
!#/)$

%

Pr 𝐵! Pr{𝑂!} = <
!#/)$

%
1
𝑛 ⋅

𝑘
𝑖 − 1 =

𝑘
𝑛 ⋅ <

!#/

% ($
1
𝑖

≥
𝑘
𝑛
^
/

% 1
𝑥
d𝑥 =

𝑘
𝑛
ln 𝑛 − ln 𝑘 =

𝑘
𝑛
ln
𝑛
𝑘
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本讲小结
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内容提要

• 通过“雇佣问题”来学习算法分析与设计中的“概率”手段

• 概率分析

• 指示器随机变量

• 随机算法

• 随机排列数组

• 问题选讲

• 生日悖论

• 球与箱子

• 特征序列

• 在线雇佣问题
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The End!


