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内容提要

• 排序算法的下界

• 基于比较的排序算法最坏情况运行时间的下界为 Ω 𝑛 log 𝑛

• 决策树模型

• 线性时间排序

• 不基于比较，但是要增加限制条件

• 计数排序

• 基数排序

• 桶排序
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排序算法的下界
基于决策树模型证明
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比较排序

• 在一个比较排序算法中，我们只使用元素间的比较来获得输入序

列 ⟨𝑎!, 𝑎", ⋯ , 𝑎#⟩ 中元素间的次序信息。

• 𝑎! < 𝑎"、 𝑎! ≤ 𝑎"、 𝑎! = 𝑎"、 𝑎! ≥ 𝑎"、 𝑎! > 𝑎"

• 不失一般性，后续分析中，不妨假设所有的输入元素都是互异的。

• 于是 𝑎! = 𝑎" 的比较就没有意义了，因此我们可以假设不需要这种比较。

• 注意到此时，𝑎! < 𝑎" 、 𝑎! ≤ 𝑎"、𝑎! > 𝑎" 和 𝑎! ≥ 𝑎" 是等价的，因此我们

可以假设所有的比较采用的都是 𝑎! ≤ 𝑎" 的形式。
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决策树模型

• 内部结点标记为 𝑖 ∶ 𝑗 ，表示 𝑎! 与 𝑎" 之间的一次 ≤ 比较；

• 左子树表示确定 𝑎! ≤ 𝑎" 后的比较，右子树表示 𝑎! < 𝑎" 后的比较。

• 叶结点标记为 ⟨𝜋 1 , 𝜋 2 ,⋯ , 𝜋 𝑛 ⟩ ，是 ⟨1, 2,⋯ , 𝑛⟩ 的一个排列，表示得到的

顺序 𝑎# $ ≤ 𝑎# % ≤ ⋯ ≤ 𝑎# & 。

• 对于一个具体输入实例的排序过程对应于决策树中的一条路径，例如该决策

树对于输入 ⟨𝑎$ = 6, 𝑎% = 8, 𝑎' = 5⟩ 的排序过程对应于上图阴影路径。
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决策树模型

• 决策树是对于基于比较排序的算法的抽象，我们只关心比较操作，忽略诸如

控制、数据移动等其他操作。

• 例如上面右图是插入排序在输入序列长度为 3 的情况下的决策树。

• 3 个元素共有 3! = 6 种排列，因此决策树至少有 6 个结点（可能重复）。

• 一个比较排序算法对于一个输入实例排序需要进行的比较的次数，就是其决

策树中从对应的一条从根结点到叶结点的路径长度。
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最坏情况的下界
定理8.1：在最坏情况下，任何比较排序算法都需要做 Ω 𝑛 log 𝑛 次比较。

证明：一个正确的比较排序算法的决策树至少有 𝑛! 个叶子结点。记一个高度为

ℎ 的二叉树最多有 2( 个叶子结点，其中 ℎ 就是决策树中最长路径的长度，也

就是最坏情况下的比较次数。于是我们有

𝑛! ≤ 2$ ⇒ ℎ ≥ log 𝑛! = Θ 𝑛 log 𝑛

其中，log 𝑛! = Θ 𝑛 log 𝑛 详见练习2-2问题2。

于是 ℎ = Ω 𝑛 log 𝑛 ，即任何比较排序算法最坏情况下都需要做 Ω 𝑛 log 𝑛 次

比较。

推论8.2：堆排序和归并排序都是渐近最优的比较排序算法。

证明：堆排序和归并排序的运行时间上界为 𝑂 𝑛 log 𝑛 ，这与最坏情况的下界

是一致的。
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计数排序
对于一定范围内的数据排序

5
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计数排序

• 前提条件：假设 𝑛 个输入元素中的每一个都是在 0 到 𝑘 区间内

的一个整数。

• 运行时间：当 𝑘 = 𝑂 𝑛 时，计数排序的运行时间为 𝑂 𝑛 。

• 基本思想：对每一个输入元素 𝑥 ，确定小于 𝑥 的元素个数。

• 利用这一信息，可以直接把 𝑥 放到它在输出数组中的位置上。

• 例如，如果有 17 个元素小于 𝑥 ，则 𝑥 应该在第 18 个输出位置上。

• 当有几个元素相同时，往后顺延即可。
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计数排序伪代码

• 𝐴 1. . 𝑛 为输入数组 ，𝐴. 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ = 𝑛 ，𝐵 1. . 𝑛 为输出数。

• 𝐶 0. . 𝑘 提供临时存储空间（空间换时间）。
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计数排序过程
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计数排序过程

... ... ... ...
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计数排序的运行时间

• 不难看出，运行时间为 Θ 𝑛 + 𝑘 ，一般我们在 𝑘 = 𝑂 𝑛 时采用

计数排序，此时运行时间为 Θ 𝑛 。
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计数排序的稳定性

• 计数排序是稳定的：具有相同值的元素在输出数组中的相对次序

与它们在输入数组中的相对次序相同。

• 通常，这种稳定性只有当进行排序的数据还附带卫星数据时才比较重要。

• 选择排序、堆排序、快速排序、希尔排序是不稳定的。

• 计数排序稳定性证明详见练习7-1问题5。

• 计数排序经常会被用作基数排序算法的一个子过程。

• 为了使基数排序正确运行，计数排序必须是稳定的。
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基数排序
卡片排序机的算法
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基数排序（radix sort）

• 假设 𝑛 个 𝑑 位的元素存放在数组 𝐴 中，其中第 1 位是最低位，

第 𝑑 位是最高位。

• 核心思路：从低位到高位一列一列地“稳定”排序。
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基数排序的正确性和运行时间

• 引理8.3：给定 𝑛 个 𝑑 位数，其中每一个数位有 𝑘 个可能的取值。如果

RADIX-SORT 使用的稳定排序方法耗时 Θ 𝑛 + 𝑘 ，那么它就可以在

Θ 𝑑 𝑛 + 𝑘 时间内将这些数排好序。

• 证明：运行时间显然，正确性证明详见练习7-2问题1。

• 当 𝑑 = O 1 且 𝑘 = 𝑂 𝑛 时，基数排序具有线性的时间代价。

• 基数排序可以很方便地对于多关键字域的记录进行排序，例如日期，时

间等等。

• 在更一般的情况中，我们可以灵活地决定如何将每个关键字分解成若干位。
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更灵活的关键字分解
• 引理8.4：给定 𝑛 个 𝑏 位数和任何正整数 𝑟 ≤ 𝑏 ，如果 RADIX-SORT使用的稳

定排序算法对数据区间是 0 到 𝑘 的输入进行排序耗时 Θ 𝑛 + 𝑘 ，那么它就

可以在 Θ )
*

𝑛 + 2* 时间内将这些数排好序。

• 证明：对于一个值 𝑟 ≤ 𝑏 ，每个关键字可以看做是 𝑑 = )
*

个 𝑟 位数。每个

数都是在 0 到 2* − 1 之间的一个整数，这样就可以采用计数排序，其中 𝑘 =

2* − 1 。

• 例如我们可以将一个 32 位的数看成是 4个 8 位的数，于是有 𝑏 = 32 ，

𝑟 = 8 ， 𝑘 = 2* − 1 = 255 和 𝑑 = )
*
= 4 。

• 每一轮排序花费的时间为 Θ 𝑛 + 𝑘 = Θ 𝑛 + 2* ，总时间代价为

Θ 𝑑 𝑛 + 2* = Θ )
*

𝑛 + 2*
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r 的选择

• 引理8.4：给定 𝑛 个 𝑏 位数和任何正整数 𝑟 ≤ 𝑏 ，如果 RADIX-SORT使用的稳

定排序算法对数据区间是 0 到 𝑘 的输入进行排序耗时 Θ 𝑛 + 𝑘 ，那么它就

可以在 Θ )
*

𝑛 + 2* 时间内将这些数排好序。

• 对于给定的 𝑛 和 𝑏 ，我们希望选择合适的 𝑟(𝑟 ≤ 𝑏) ，使得 )
*

𝑛 + 2* 最小。

• 如果 𝑏 < log 𝑛 ，则对于任何满足 𝑟 ≤ 𝑏 的 𝑟 ，都有 𝑛 + 2* = Θ 𝑛 ，

显然，选择 𝑟 = 𝑏 得到的时间代价为 )
)

𝑛 + 2) = Θ 𝑛 ，这一结果是

渐近意义上最优的。

• 如果 𝑏 ≥ log 𝑛 ，选择 𝑟 = log 𝑛 得到的运行时间为 Θ )&
+,- &

。
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基数排序 .vs 比较排序

• 基数排序是否比基于比较的排序更好呢？

• 如果 𝑏 = 𝑂 log 𝑛 ，且我们选择 𝑟 ≈ log 𝑛 时，基数排序的运行时间为

Θ 𝑛 ，看上去渐近优于基于比较的排序的 Θ 𝑛 log 𝑛 ，但隐藏在 Θ符号

背后的常数因子是不同的。

• 哪一个排序算法更适合依赖于具体实现和底层硬件的特性（例如，快速

排序通常可以比基数排序更有效地使用硬件缓存），以及输入数据的特

征。

• 此外，利用计数排序作为中间稳定排序的基数排序不是原址排序，而很

多 Θ 𝑛 log 𝑛 时间的比较排序是原址排序。
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桶排序
粗处划分，细处排序
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桶排序（bucket sort）

• 桶排序假设输入数据服从某个区间上的均匀分布，平均情况下它

的时间代价为 𝑂 𝑛 。

• 不失一般性，假设输入数据均匀、独立地分布在 0, 1 区间上。

• 核心思路：

• 将 0,1 区间划分为 𝑛 个相同大小的子区间（称为桶），然后将 𝑛 个输

入分别放到各个桶中。

• 因为输入数据均匀、独立地分布在 0, 1 区间上，所以一般不会出现很多

数落在同一个桶中的情况。

• 为了得到输出结果，我们先对每个桶中的数进行排序，然后遍历每个桶，

按照次序把各个桶中的元素列出来即可。
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桶排序的伪代码与过程

粗处：按照区间划分成桶

细处：区间内部插入排序
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桶排序的正确性

• 考虑任意两个元素 𝐴 𝑖 和 𝐴 𝑗 ，说明它们最终被正确排序了。

• 不失一般性，不妨假设 𝐴 𝑖 ≤ 𝐴 𝑗 。

• 由于 𝑛𝐴 𝑖 ≤ 𝑛𝐴 𝑗 ，元素 𝐴 𝑖 ，

• 要么与 𝐴 𝑗 被放入了同一个桶中，则算法第 7 到 8 行的 for循环会

将他们按适当的顺序排列。

• 要么被放入一个下标比 𝐴 𝑗 所在的桶的下标更小的桶中，则算法第

9行会将他们按照适当的顺序排列。

• 因此，桶排序是正确的。
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桶排序的运行时间

• 将数据放入桶中和从桶中取出的代价为 Θ 𝑛 ；

• 假设 𝑛! 是表示桶 𝐵 𝑖 中元素个数的随机变量，对桶 𝐵 𝑖 插入排序的代价为

𝑂 𝑛!% 。

• 总运行时间： 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛 +N
!./

&0$

𝑂 𝑛!%
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桶排序的运行时间

• 最坏情况：输入极不均匀，所有的元素都落在了一个桶中，𝑇 𝑛 = O 𝑛% 。

• 平均情况：

𝐸 𝑇 𝑛 = 𝐸 Θ 𝑛 +N
!./

&0$

𝑂 𝑛!% = Θ 𝑛 +N
!./

&0$

𝑂 𝐸 𝑛!%

• 其中，如果输入服从均匀分布，𝐸 𝑛!% = 2 − $
&

（下一页PPT证明），于是

𝐸 𝑇 𝑛 = Θ 𝑛 + 𝑛 ⋅ 𝑂 2 −
1
𝑛 = Θ 𝑛

• 因此，输入均匀服从均匀分布时，桶排序可以在线性时间内完成。

• 其实只要所有桶期望大小的平方和不超过 Θ 𝑛 即可。

𝑇 𝑛 = Θ 𝑛 +N
!./

&0$

𝑂 𝑛!%
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平均情况下桶大小平方的期望

定义 𝐴 𝑗 落入桶 𝑖 为事件 𝐻!" ， 𝑋!" = 𝐼 𝐻!" ，则，

𝑛! =N
".$

&

𝑋!" , 𝐸 𝑋!" = Pr 𝐻!" =
1
𝑛

𝐸 𝑋!"% = 1% ⋅ Pr 𝐻!" + 0% ⋅ 1 − Pr 𝐻!" =
1
𝑛

其中由于输入元素是均匀独立的，我们有任意 𝑋!" 与 𝑋!1 相互独立，则

𝐸 𝑋!"𝑋!1 = 𝐸 𝑋!" 𝐸 𝑋!1 =
1
𝑛 ⋅

1
𝑛 =

1
𝑛%

于是

𝐸 𝑛!% = 𝐸 N
".$

&

𝑋!"

%

=N
".$

&

𝐸 𝑋!"% + 2N
".$

&0$

N
1."2$

&

𝐸 𝑋!"𝑋!1 = 𝑛 ⋅
1
𝑛
+ 2𝐶&% ⋅

1
𝑛%

= 𝑛 ⋅
1
𝑛
+ 2 ⋅

𝑛 𝑛 − 1
2

⋅
1
𝑛%

= 2 −
1
𝑛
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本讲小结
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内容提要

• 排序算法的下界

• 基于比较的排序算法最坏情况运行时间的下界为 Ω 𝑛 log 𝑛

• 决策树模型

• 线性时间排序

• 不基于比较，但是要增加限制条件

• 计数排序

• 基数排序

• 桶排序
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The End!


