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内容提要

• 顺序统计量

• 一些特殊的顺序统计量

• 选择问题

• 期望为线性时间的选择算法

• 分治策略 —— 利用 RANDOMIZED-PARTITION

• 一个实用的随机算法

• 最坏为线性时间的选择算法

• 分治策略

• BFPRT 算法

• 一个更具有理论意义的算法
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顺序统计量
选择问题
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顺序统计量（order statistics）

• 在一个由 𝑛个元素组成的集合中，第 𝑖 个顺序统计量是该集合

中第 𝑖 小的元素。

• 最小值是第 1 个顺序统计量（ 𝑖 = 1 ）

• 最大值是第 𝑛 个顺序统计量（ 𝑖 = 𝑛 ）

• 中位数（median）是它所属集合的“中点元素”。

• 当 𝑛 为奇数时，中位数位于 𝑖 = !"#
$ 处；

• 当 𝑛 为偶数时，中位数位于 𝑖 = !
$

和 𝑖 = !
$
+ 1 这两处。

• 不考虑 𝑛 的奇偶性，下中位数位于 𝑖 = !"#
$

处，上中位数位于 𝑖 = !"#
$

处。
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选择问题

• 输入：一个包含 𝑛个数的集合 𝐴和一个整数 𝑖 。

• 𝑛 个数互异； 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 。

• 输出：元素 𝑥 ∈ 𝐴，且 𝐴中恰好有 𝑖 − 1个其他元素小于它。

• 算法：

• 𝑂 𝑛 log 𝑛 — 使用堆排序或归并排序对输入数据进行排序，然后在输出

数组中根据下标找出第 𝑖 个元素即可。

• 平均情况 𝑂 𝑛 — 朴素的分治策略，利用 RANDOMIZED-PARTITION 过

程。

• 最坏情况 𝑂 𝑛 — 特殊的分治策略，BFPRT 算法。



爱扑bug的熊

最小值和最大值

• 上述算法说明寻找最小值最多需要 𝑛 − 1 次比较。

• 寻找最小值最少需要多少次比较？

• 可以将寻找最小值的算法看作是个元素之间的一场锦标赛，每次比较都

是锦标赛中的一场。

• 除了最终的胜者之外，每个元素都至少输掉一场比赛，共 𝑛 − 1 场。

• 综上，确定最小值，必须要做 𝑛 − 1 次比较， MINIMUM 算法是最优的。
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同时找到最小值和最大值

• 朴素算法：分别找最小值和最大值，需要 2𝑛 − 2 次比较。

• 实际上只需要最多 3 !
$

次比较就可以同时找到最小值和最大值。

• 思路：对输入元素成对地处理。

1. 将一对输入元素相互进行比较。

2. 把较小的元素与当前的最小值进行比较，并更新最小值。

3. 把较大的元素与当前的最大值进行比较，并更新最大值。

• 不难看出，上述算法可以正确地同时求出最大值和最小值，并且最多需

要3 !
$

次比较操作。

• 注：向下取整是因为初始化的时候可以任意选一对元素作为最小值和最

大值，这一步不需要比较。
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期望为线性时间的选择算法
实用的求顺序统计量的方法
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选择问题的分治算法

• 分：将输入数组 𝐴 划分成前 𝑘 − 1 小的元素，第 𝑘 小的元素和后 𝑛 − 𝑘 小的

元素。

• 治：若 𝑖 = 𝑘 ，则 𝐴 𝑞 即为所求。若 𝑖 < 𝑘 ，则递归地到前 𝑘 − 1 小的元素

中选择第 𝑖 小的元素。若 𝑖 > 𝑘 ，则递归地到后 𝑛 − 𝑘 小的元素中寻找第 𝑖 −

𝑘 小的元素。
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RANDOMIZED-SELECT 的运行时间

• 最坏情况运行时间： O 𝑛! ，每次划分都极不平衡的情况。

• 期望运行时间： 𝐸 𝑇 𝑛 = 𝑂 𝑛 。

• 记算法第 3 行结束后子数组 𝐴 𝑝. . 𝑞 正好包含 𝑘 个元素为事件 𝐻% ，根据

RANDOMIZED- PARTITION 算法的过程，有

Pr 𝐻% = Pr 𝑞 = 𝑝 + 𝑘 − 1 =
1

𝑟 − 𝑝 + 1
=
1
𝑛

• 记 𝑋% = 𝐼 𝐻% ，则 𝐸 𝑋% = Pr 𝐻% = #
!

。考虑运行时间的上界，有

𝑇 𝑛 ≤ =
%&#

!

𝑋% ⋅ 𝑇 max 𝑘 − 1, 𝑛 − 𝑘 + 𝑂 𝑛

• 其中 𝑋% 和 T(max 𝑘 − 1, 𝑛 − 𝑘 ) 是独立的（详见练习8-1问题3），且

max 𝑘 − 1, 𝑛 − 𝑘 = F𝑘 − 1, 𝑘 > 𝑛/2
𝑛 − 𝑘, 𝑘 ≤ ⌈𝑛/2⌉
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RANDOMIZED-SELECT 期望运行时间

𝐸 𝑇 𝑛 ≤ 𝐸 =
%&#

!

𝑋% ⋅ 𝑇 max 𝑘 − 1, 𝑛 − 𝑘 + 𝑂 𝑛

= =
%&#

!

𝐸 𝑋% ⋅ 𝐸 𝑇 max 𝑘 − 1, 𝑛 − 𝑘 + 𝑂 𝑛

=
1
𝑛
=
%&#

!

𝐸 𝑇 max 𝑘 − 1, 𝑛 − 𝑘 + 𝑂 𝑛

≤
2
𝑛

=
%& !/$

!(#

𝐸 𝑇 𝑘 + 𝑂 𝑛

• 使用代入法来证明 𝐸 𝑇 𝑛 = 𝑂 𝑛 ，将 𝐸 𝑇 𝑛 ≤ 𝑐𝑛 代入上式，有

𝐸 𝑇 𝑛 ≤
2
𝑛

=
%& !/$

!(#

𝑐𝑘 + 𝑎𝑛 ≤
2𝑐
𝑛
⋅
𝑛
2 − 1 + 𝑛 − 1 ⋅ 𝑛

2 + 1
2

+ 𝑎𝑛

= 𝑐
3𝑛
4
+
1
2
−
2
𝑛
+ 𝑎𝑛 ≤

3𝑐𝑛
4
+
𝑐
2
+ 𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 −

𝑐𝑛
4
−
𝑐
2
− 𝑎𝑛 ≤ 𝑐𝑛

• 其中，最后一步需要 𝑐 > 4𝑎 且 𝑛 ≥ 2𝑐/ 𝑐 − 4𝑎 。
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最坏情况为线性时间的
选择算法
给出尽可能平衡的划分
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BFPRT 的 SELECT 算法步骤
• SELECT 算法基本思路依旧是分治，只不过它能够保证得到一个好的划分。

• 通过执行下列步骤，算法 SELECT 可以确定一个有 𝑛 > 1 个不同元素的输入

数组中第 𝑖 小的元素。（𝑛 = 1时 SELECT 直接返回唯一的元素即可）

1. 将输入数组的 𝑛 个元素划分为每组 5 个元素的 𝑛/5 组，以及由剩下的

𝑛 mod 5 个元素组成的一组（可能没有）。

2. 寻找这 𝑛/5 组中每一组的中位数。

3. 对第 2 步中找出的 𝑛/5 个中位数，递归调用 SELECT 以找出其中位数 𝑥 。

4. 以 𝑥 为主元对数组进行划分，记划分后 𝑥 的下标为 𝑘 。

5. 若 𝑖 = 𝑘 ，则返回 𝑥 。若 𝑖 < 𝑘 ，则递归调用 SELECT 来寻找前 𝑘 − 1 个数

中的第 𝑖 小的数。若 𝑖 > 𝑘 ，则递归调用 SELECT 来寻找后 𝑛 − 𝑘 个数中第

𝑖 − 𝑘 小的数。
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BFPRT 算法的子问题规模

• 如上图所示，除了 𝑥 所在的组和不能整除所剩下的组之外，至少有一半的组

中有 3 个元素大于 𝑥 ，所以大于 𝑥 的元素个数至少为：

3
1
2
𝑛
5

− 2 ≥
3𝑛
10

− 6

• 总元素个数为 𝑛 ，因而至多有 7n/10 + 6 个元素小于 𝑥 ；同理，大于 𝑥 的元

素最多也是 7𝑛/10 + 6 个，从而算法第 5步递归调用的子问题规模最大为

7𝑛/10 + 6 。
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BFPRT 算法的最坏情况运行时间

• 记算法的运行时间为 𝑇 𝑛 ，其中

• 步骤 1 只是一种下标看法，不需特别做些什么。

• 步骤 2 取 𝑛/5 个长度为 𝑂 1 的子数组的中位数，需要 O 𝑛 。

• 步骤 3 递归调用 SELECT 找 𝑛/5 个中位数的中位数 𝑥 ，需要 𝑇 𝑛/5 。

• 步骤 4以 𝑥 为主元划分数组，需要 𝑂 𝑛 。

• 步骤 5递归对划分子数组递归调用 SELECT ，子数组规模最大为 7𝑛/10 +

6 ，最多需要 𝑇 7𝑛/10 + 6 。

• 综上，我们有 𝑇 𝑛 ≤ 𝑇 𝑛/5 + 𝑇 7𝑛/10 + 6 + 𝑂 𝑛 ，不难用代入法证明

𝑇 𝑛 ≤ 𝑐𝑛 ：

𝑇 𝑛 ≤ 𝑐 𝑛/5 + 1 + 𝑐 7𝑛/10 + 6 + 𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 − 𝑐/10 − a 𝑛 − 7𝑐 ≤ 𝑐𝑛

• 最后一步需要 𝑐 > 10𝑎 且 𝑛 > 7𝑐/ 𝑐/10 − 𝑎 。因此 𝑇 𝑛 = 𝑂 𝑛 。
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本讲小结
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内容提要

• 顺序统计量

• 一些特殊的顺序统计量

• 选择问题

• 期望为线性时间的选择算法

• 分治策略 —— 利用 RANDOMIZED-PARTITION

• 一个实用的随机算法

• 最坏为线性时间的选择算法

• 分治策略

• BFPRT 算法

• 一个更具有理论意义的算法
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The End!


